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"CTUSBDU
6MUSBTPVOE JT UZQJDBMMZ NFBTVSFE VTJOH QIBTF�TFOTJUJWF QJF[PFMFDUSJD TFOTPST� *OUFSFTU JO
QIBTF�JOTFOTJUJWF TFOTPST IBT HSPXO SFDFOUMZ
 XJUI QSPQPTFE BQQMJDBUJPOT JODMVEJOH VMUSBTPVOE
BUUFOVBUJPO UPNPHSBQIZ PG UIF CSFBTU BOE BDPVTUJD QPXFS NFBTVSFNFOU� 0OF BEWBOUBHF PG
QIBTF�JOTFOTJUJWF EFUFDUPST
 JO DPOUSBTU UP DPOWFOUJPOBM QIBTF�TFOTJUJWF EFUFDUPST
 JT UIBU UIFZ EP
OPU TVGGFS GSPN B OBSSPX EJSFDUJPOBM SFTQPOTF BU IJHI GSFRVFODJFT EVF UP QIBTF DBODFMMBUJPO� "
OVNFSJDBM NPEFM PG B QIBTF�JOTFOTJUJWF QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPS JT QSFTFOUFE� 5IF NPEFM
DPOTJTUT PG UISFF DPVQMFE DPNQPOFOUT SVO JO TFRVFODF� BDPVTUJD
 UIFSNBM
 BOE FMFDUSJDBM� 5IF
BDPVTUJD TJNVMBUJPO NPEFMT UIF QSPQBHBUJPO BOE BCTPSQUJPO PG UIF JODJEFOU VMUSBTPVOE XBWF� 5IF
BCTPSCFE BDPVTUJD QPXFS EFOTJUZ JT VTFE BT B IFBU TPVSDF JO UIF UIFSNBM TJNVMBUJPO PG UIF
UJNF�FWPMVUJPO PG UIF UFNQFSBUVSF JO UIF TFOTPS� #PUI UIF BDPVTUJD BOE UIFSNBM TJNVMBUJPOT BSF
QFSGPSNFE VTJOH UIF F@q�p2 ."5-"# UPPMCPY XJUI BO BTTVNQUJPO UIBU TIFBS XBWFT BSF OPU
TVQQPSUFE JO UIF NFEJVN� 5IF àOBM DPNQPOFOU PG UIF NPEFM JT B QZSPFMFDUSJD DJSDVJU NPEFM
XIJDI PVUQVUT UIF TFOTPS SFTQPOTF CBTFE PO UIF UFNQFSBUVSF DIBOHF JO UIF TFOTPS� 5IF NPEFMMFE
QZSPFMFDUSJD TFOTPS SFTQPOTF BOE EJSFDUJPOBM EFQFOEFODF BSF DPNQBSFE UP FNQJSJDBM EBUB�
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	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM
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5IF QZSPFMFDUJD FGGFDU JT B QSPQFSUZ PG DFSUBJO EJFMFDUSJD NBUFS�
JBMT XIJDI IBWF B TQPOUBOFPVT FMFDUSJD QPMBSJ[BUJPO
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GVSUIFS EJTUSJCVUJPO PG UIJT XPSL NVTU NBJOUBJO BUUSJCVUJPO UP UIF BVUIPS	T
 BOE
UIF UJUMF PG UIF XPSL
 KPVSOBM DJUBUJPO BOE %0*�

B DIBOHF JO UFNQFSBUVSF PG UIF NBUFSJBM SFTVMUT JO B DIBSHF
TFQBSBUJPO
 BOE IFODF B NFBTVSBCMF DVSSFOU PS FMFDUSJD QPUFO�
UJBM EJGGFSFODF <�m�>� *U IBT CFFO VTFE JO NBOZ BQQMJDBUJPOT
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 MBTFS
QPXFS NFUFST
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 �> BOE
 NPSF SFDFOUMZ
 GPS VMUSBTPVOE QPXFS
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<�>� *O PSEFS UP VOEFSTUBOE UIF CFIBWJPVS PG QZSPFMFDUSJD VMUSB�
TPVOE TFOTPST BOE UP PQUJNJTF UIFJS EFTJHO GPS QBSUJDVMBS
BQQMJDBUJPOT
 BO BDDVSBUF NPEFM JT OFFEFE�
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SFTQPOTF� 5IF TJ[F PG UIF FMFDUSPEFT EFUFSNJOF UIF TJ[F PG UIF
TFOTJUJWF SFHJPO PG UIF TFOTPS
 TJODF POMZ UIF DIBSHF TFQBSBUJPO
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CFUXFFO UIF FMFDUSPEFT JT NFBTVSFE� 4JODF UIF TFOTPS SFTQPOET
UP IFBUJOH
 B CBDLJOH MBZFS JT BEEFE
 UIF QVSQPTF PG XIJDI JT
UP BCTPSC JODPNJOH VMUSBTPVOE BT FGGFDUJWFMZ BT QPTTJCMF TP
UIBU UIF IFBU JT EFQPTJUFE DMPTF UP UIF TFOTJUJWF NFNCSBOF� "
TDIFNBUJD PG B HFOFSJD QZSPFMFDUSJD TFOTPS JT TIPXO JO àHVSF ��

.PTU DPOWFOUJPOBM VMUSBTPVOE TFOTPST BSFNBEF GSPN QJF[P�
FMFDUSJD NBUFSJBMT XIJDI IBWF BO FMFDUSJDBM SFTQPOTF UP NFDI�
BOJDBM EFGPSNBUJPO PG UIF NBUFSJBM� 5P B àSTU BQQSPYJNBUJPO

QJF[PFMFDUSJD TFOTPST DBO CF UIPVHIU PG BTNFBTVSJOH UIF BDPVT�
UJD QSFTTVSF JOUFHSBUFE BDSPTT UIF TVSGBDF PG UIF TFOTPS
 BOE
DBO IBWF B TVGàDJFOUMZ GBTU SFTQPOTF UJNF UP NFBTVSF UIF
QIBTF PG BO BDPVTUJD XBWF FWFO BU IJHI VMUSBTPOJD GSFRVFO�
DJFT� 'PS OPSNBMMZ JODJEFOU XBWFT
 B MBSHFS QJF[PFMFDUSJD TFOTPS
XJMM IBWF B IJHIFS TFOTJUJWJUZ
 CVU GPS OPO�OPSNBMMZ JODJE�
FODF XBWFT
 UIF WBSJBUJPO JO QIBTF BDSPTT UIF TFOTPS TVSGBDF
MFBET UP DBODFMMBUJPO BOE B MPXFS PWFSBMM TFOTJUJWJUZ� 3FEV�
DJOH UIF TJ[F PG UIF QJF[PFMFDUSJD TFOTPS SFEVDFT UIJT QIBTF�
DBODFMMBUJPO
 BOE XIFO UIF TFOTJUJWF SFHJPO JT NVDI TNBM�
MFS UIBO UIF XBWFMFOHUI BO PNOJ�EJSFDUJPOBM SFTQPOTF SFTVMUT�
)PXFWFS
 UIJT BMTP SFEVDFT UIF TFOTPS�T TFOTJUJWJUZ
 BOE UIVT
UIF TJ[F PG B QJF[PFMFDUSJD TFOTPS JT B USBEF�PGG CFUXFFO EJS�
FDUJPOBMJUZ BOE TFOTJUJWJUZ� 1ZSPFMFDUSJD TFOTPST
 PO UIF PUIFS
IBOE
 BSF JOIFSFOUMZ QIBTF�JOTFOTJUJWF�UIFZ SFTQPOE UP UIF
FOFSHZ EFQPTJUFE JO UIF TFOTPS EVF UP BCTPSQUJPO PG UIF VMUSB�
TPVOE XBWF�BOE TP BSF OPU TVCKFDU UP UIFTF EJSFDUJPOBMJUZ
FGGFDUT EVF UP QIBTF�DBODFMMBUJPO
 BOE UIF TFOTJUJWJUZ JT POMZ
XFBLMZ BGGFDUFE CZ BOHMF PG JODJEFODF� 'VSUIFSNPSF
 QZSPFMFD�
USJD TFOTPST UZQJDBMMZ IBWF B NVDI TMPXFS UFNQPSBM SFTQPOTF
UIBO QJF[PFMFDUSJD TFOTPST
 TJODF QZSPFMFDUSJD TFOTPST SFTQPOE
UP UFNQFSBUVSF DIBOHF
 XIFSFBT QJF[PFMFDUSJD TFOTPST SFTQPOE
UP EFGPSNBUJPO� *O PSEFS UP JNQSPWF UIF UFNQPSBM SFTQPOTF PG B
QZSPFMFDUSJD TFOTPS
 FJUIFS UIF QPXFS PG UIF IFBU TPVSDF OFFET
UP CF JODSFBTFE PS UIF TFOTPS NVTU CF NBEF UP SFTQPOE UP TNBM�
MFS DIBOHFT JO UFNQFSBUVSF� 5IF GPSNFS PQUJPO JT OPU WJBCMF GPS
NFEJDBM JNBHJOH
 BT UIF IFBUJOH RVJDLMZ CFDPNFT EBNBHJOH
UP UJTTVF
 BOE UIF MBUUFS PQUJPO NBLFT UIF TFOTPS TFOTJUJWF UP
UIFSNBM OPJTF
 SFEVDJOH UIF TJHOBM�UP�OPJTF SBUJP� 5IF EJSFD�
UJPOBM SFTQPOTF PG QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPST IBT CFFO
NFBTVSFE <�>
 CVU UIF SFBTPO GPS UIF TIBQF PG UIF EJSFDUJPOBM
SFTQPOTF DVSWF JT OPU XFMM VOEFSTUPPE
 XIJDI JT POF PG UIF QSJO�
DJQBM QSPCMFNT XF TFFL UP FMVDJEBUF JO UIJT QBQFS�

"O BDDVSBUF TJNVMBUJPO PG UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU SFRVJSFT
UIF FMFDUSJD
 UIFSNBM
 BOE NFDIBOJDBM àFMET XJUIJO UIF QZSP�
FMFDUSJD NBUFSJBM UP CF NPEFMMFE� 1SFWJPVT BQQSPBDIFT GPS
NPEFMMJOH QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPST IBWF FJUIFS SFMJFE
PO TJNQMF BOBMZUJDBM BQQSPYJNBUJPOT GPS UIF IFBUJOH BOE GPS
UIF BDPVTUJD àFME <�>
 PS IBWF CFFO TQFDJBMJ[FE UP QBSUJDVMBS
HFPNFUSJFT XIJDI NBZ OPU HFOFSBMJ[F FBTJMZ <�>� *O UIF DBTF
PG QZSPFMFDUSJD JOGSBSFE TFOTPST
 TPNF NPEFMMJOH BQQSPBDIFT
IBWF VTFE àOJUF FMFNFOU NFUIPET <�
 �> XIJDI DBO CF DPNQV�
UBUJPOBMMZ DPTUMZ
 FTQFDJBMMZ GPS UIF BDPVTUJD TJNVMBUJPOT�

5IF NPEFM QSFTFOUFE JO UIJT QBQFS TJNVMBUFT
 JO TFRVFODF

UIF BDPVTUJD àFME XJUIJO UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS EVF UP BO
FYUFSOBM VMUSBTPVOE TPVSDF
 UIF UFNQFSBUVSF DIBOHF JO UIF
TFOTPS DBVTFE CZ UIF BCTPSQUJPO PG BDPVTUJD FOFSHZ GSPN UIF
VMUSBTPVOE XBWF
 BOE UIF QZSPFMFDUSJD WPMUBHF SFTQPOTF PG
UIF TFOTPS� 4FDUJPO � HJWFT B CSJFG PWFSWJFX PG UIF UIFPSFU�
JDBM BTQFDUT PG UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU
 BOE UIF BTTVNQUJPOT
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'JHVSF �� 1ZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPS TDIFNBUJD� B TJOHMF
QZSPFMFDUSJD MBZFS XJUI FMFDUSPEFT BUUBDIFE UP CPUI PG JUT MBSHFS
TVSGBDFT
 CBDLFE CZ B IJHIMZ BDPVTUJDBMMZ BCTPSCJOH CBDLJOH MBZFS�
5IF QZSPFMFDUSJD FMFNFOU JT QBSBNFUSJ[FE CZ B TFU PG DPPSEJOBUFT Ω

XJUI DSPTT�TFDUJPOBM BSFB "
 EFQUI I
 BOE B WPMVNF PG 7Q = |Ω|
= " · I� 5IF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ 14 BOE UIF
QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU γ BSF TIPXO UP CF PSUIPHPOBM UP UIF TFOTPS
TVSGBDF
 BOE XF BTTVNF UIBU UIF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU % BOE JUT UJNF
EFSJWBUJWF
 UIF EJTQMBDFNFOU DVSSFOU EFOTJUZ +%
 BSF BMTP PSUIPHPOBM
UP UIF TFOTPS TVSGBDF� %JGGFSFOUJBM TVSGBDF FMFNFOU
 E"= EY EZ
 PO
UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS NBUFSJBM� 5IF WPMVNF CFMPX UIF TVSGBDF
FMFNFOU GPSNT B DPMVNO PG IFJHIU I� 5IF DIBOHF JO TVSGBDF DIBSHF
PO E" JOEVDFE CZ B DIBOHF JO TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EVF UP B
DIBOHF JO UFNQFSBUVSF JT BTTVNFE UP EFQFOE POMZ PO UIF BWFSBHF
SBUF PG DIBOHF JO UFNQFSBUVSF JO UIF DPMVNO�

UIBU IBWF CFFO NBEF GPS NPEFMMJOH UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS
SFTQPOTF� 5IF HPWFSOJOH FRVBUJPOT GPS UIF TFOTPS SFTQPOTF BSF
HJWFO BOE BO FYQSFTTJPO GPS UIF NFBTVSFE WPMUBHF JT EFSJWFE�
*O TFDUJPO �
 UIF UISFF DPNQPOFOUT PG UIF NPEFM BSF PVU�
MJOFE� BDPVTUJD
 UIFSNBM
 BOE WPMUBHF SFTQPOTF TJNVMBUJPOT� *O
TFDUJPO � JU JT TIPXO IPX UIF NPEFMMFE WPMUBHF SFTQPOTFT BOE
EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT WBSZ XJUI DIBOHFT JO DFSUBJO QBSBNFUFST
PG JOUFSFTU� 8F GPDVT FTQFDJBMMZ PO UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF PG
UIF TFOTPS
 BT JU JT B LFZ GFBUVSF PG QZSPFMFDUSJD TFOTPST UIBU
IBT OPU QSFWJPVTMZ CFFO NPEFMMFE� *O TFDUJPO � UIF SFTVMUT PG
UIF NPEFM BSF DPNQBSFE UP NFBTVSFE EBUB� 'JOBMMZ
 JO TFDUJPO �
XF EJTDVTT UIF SFTVMUT BOE TVHHFTU QPUFOUJBM BQQMJDBUJPOT PG UIJT
QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE NPEFM
 BT XFMM BT BTQFDUT XIJDI DBO CF
GVSUIFS XPSLFE PO�

�� 1ZSPFMFDUSJD UIFPSZ

���� 1ZSPFMFDUSJD FGGFDU

$SZTUBM BOE TFNJ�DSZTUBMMJOF QPMZNFS TUSVDUVSFT XIJDI FYIJCJU
UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU BSF B TVCTFU PG QJF[PFMFDUSJD NBUFSJBMT

XIJDI JO UVSO BSF B TVCTFU PG BMM EJFMFDUSJD NBUFSJBMT <�
 �>�
1ZSPFMFDUSJD NBUFSJBMT DBO CSPBEMZ CF DBUFHPSJ[FE BT UIPTF
NBUFSJBMT XIJDI FYIJCJU B DIBOHF JO TVSGBDF DIBSHF JO SFTQPOTF
UP B DIBOHF JO UFNQFSBUVSF� .PSF QSFDJTFMZ
 UIJT NFBOT UIBU
UIF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU àFME %= ε�&+1 JOTJEF UIF NBUFS�
JBM IBT B UFNQFSBUVSF EFQFOEFODF
 XIFSF & JT UIF FMFDUSJD àFME

1 JT UIF QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ
 BOE ε� JT UIF WBDVVN QFSNJUUJW�
JUZ� 1ZSPFMFDUSJD NBUFSJBMT QPTTFTT B QFSNBOFOU QPMBSJ[BUJPO
14
 DBMMFE UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO
 XIJDI QFSTJTUT FWFO
XJUIPVU BO FYUFSOBM FMFDUSJD àFME� 5IF UPUBM QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ

�
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1 JT UIF TVN PG UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ 14 BOE UIF
JOEVDFE QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ 1JOE XIJDI BSJTFT GSPN BO FMFD�
USJD àFME� 5IF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ JT B GVODUJPO
PG UFNQFSBUVSF
 XIFSFBT UIF JOEVDFE QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ JT
B GVODUJPO PG UIF FMFDUSJD àFME� 17%' JT B OPO�MJOFBS EJFMFD�
USJD
 CVU XF BTTVNF UIBU UIF FYUFSOBM FMFDUSJD àFME JT OFHMJHJCMF
<��>
 TP UIBU UIF FMFDUSJD àFME JOTJEF UIF TFOTPS BSJTFT GSPN UIF
TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO POMZ� 5IJT FMFDUSJD àFME JT SFMBUJWFMZ
XFBL
 BOE IFODF XF DBO NBLF B àSTU PSEFS BQQSPYJNBUJPO PG
UIF%m& EFQFOEFODF TP UIBU UIF TFOTPS NBUFSJBM JT NPEFMMFE BT
B MJOFBS EJFMFDUSJD
 XIFSF UIF JOEVDFE QPMBSJ[BUJPO JT QSPQPS�
UJPOBM UP UIF FMFDUSJD àFME
 1JOE = ε�(εS− �)&
 BOE UIF FMFDUSJD
EJTQMBDFNFOU JT UIFO HJWFO CZ %= ε&+14
 XIFSF ε= ε�εS

BOE εS JT UIF SFMBUJWF QFSNJUUJWJUZ� 5IF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[B�
UJPO SFBDUT UP DIBOHFT JO UFNQFSBUVSF EVF UP UIF TIJGUJOH PG UIF
FMFDUSJD EJQPMF NPNFOUT JO UIF NBUFSJBM
 SFTVMUJOH JO B DIBOHF
JO UIF TVSGBDF DIBSHF PG UIF DSZTUBM
 XIJDI DBO CF NFBTVSFE�

���� 1ZSPFMFDUSJD DPFGGJDJFOU

5IF QZSPFMFDUSJD FGGFDU DBO CF EFTDSJCFE BT B DPVQMJOH PG FMFD�
USJD
 UIFSNBM
 BOE NFDIBOJDBM FGGFDUT JO NBUFSJBMT
 BT TIPXO
JO àHVSF �� )FSF XF NBZ BTTVNF UIBU NBHOFUJD FGGFDUT BSF
OFHMJHJCMF
 TJODF JO UIF BCTFODF PG FYUFSOBM NBHOFUJD àFMET
UIF POMZ NBHOFUJD FGGFDUT XPVME BSJTF GSPN BO JOIPNPHFO�
FPVT FMFDUSJD àFME 	JO UJNF PS TQBDF

 BOE UIF POMZ FMFDUSJD
àFMET JO PVS NPEFM BSF XFBL POFT BSJTJOH GSPN UIF TQPOUBOFPVT
QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ PG UIF QZSPFMFDUSJDNBUFSJBM� 5IFNFBTVSFE
QZSPFMFDUSJD FGGFDU DPOTJTUT QSJNBSJMZ PG UXP TFQBSBUF QIFOPN�
FOB� UIF QSJNBSZ QZSPFMFDUSJD FGGFDU
 XIJDI JT UIF DIBOHF JO
FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU PS QPMBSJ[BUJPO EVF UP B DIBOHF JO UFN�
QFSBUVSF
 BOE UIF TFDPOEBSZ QZSPFMFDUSJD FGGFDU
 XIJDI JT UIF
JOEJSFDU DIBOHF JO UIF QPMBSJ[BUJPO EVF UP B UIFSNBM FYQBOTJPO�
ESJWFO TUSBJO� 5IFTF FGGFDUT BSF IJHIMJHIUFE JO àHVSF ��

6TJOH FRVJMJCSJVN UIFSNPEZOBNJDT
 SFMBUJPOTIJQT CFUXFFO
UIFSNBM
 NFDIBOJDBM
 BOE FMFDUSJD QSPQFSUJFT XIJDI HJWF SJTF
UP UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU DBO CF FYQSFTTFE VQ UP àSTU PSEFS
CZ UIF DPVQMFE EJGGFSFOUJBM GPSNT GPS %= %(σ,&,5) BOE
4= 4(σ,&,5)
 HJWFO CZ <�
 �
 ��>
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XIFSF σ JT UIF TUSFTT UFOTPS
 5 JT UIF UFNQFSBUVSF
 BOE
UIF TVQFSTDSJQUT JOEJDBUF WBSJBCMFT XIJDI BSF IFME DPOTUBOU�
	" TJNJMBS FYQSFTTJPO DPVME BMTP CF XSJUUFO GPS FOUSPQZ
 χ
 CVU
JU EPFT OPU BGGFDU UIF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU BOE IFODF EPFT OPU
DPOUSJCVUF UP UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU� JOTUFBE JU JT JOWPMWFE JO
UIF DPOWFSTF FGGFDU
 UIF FMFDUSPDBMPSJD FGGFDU�
 5IF QZSPFMFD�
USJD DPFGàDJFOU EFTDSJCFT IPX UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO PG
B NBUFSJBM DIBOHFT XJUI UFNQFSBUVSF BOE JT HJWFO CZ <�
 ��
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γσ,& =

(
∂%
∂5

)σ,&

=

(
∂14

∂5

)σ,&

. 	�


"MUIPVHI UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU JT B WFDUPS RVBOUJUZ
 NPTU
QZSPFMFDUSJD DSZTUBMT BSF POMZ QPMBSJ[BCMF JO B TJOHMF EJSFDUJPO

BOE JO QSBDUJDF UIF QZSPFMFDUSJD DSZTUBM JT QPMFE PSUIPHPOBM UP
B áBU TVSGBDF
 TP UIBU XJUI SFTQFDU UP UIF TVSGBDF UIF QZSP�
FMFDUSJD DPFGàDJFOU DBO CF USFBUFE BT B TDBMBS RVBOUJUZ <��>�
5IF UXP QSJNBSZ DPNQPOFOUT DPOUSJCVUJOH UP UIF QZSPFMFDUSJD
DPFGàDJFOU JO FRVBUJPO 	�
 DBO CF FYQSFTTFE TFQBSBUFMZ VTJOH
FRVBUJPOT 	�
 BOE 	�

 EFUBJMFE CFMPX�

&RVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 NBZ CF XSJUUFO JO NPSF DPNQBDU
GPSNT CZ SFQMBDJOH UIF QBSUJBM EFSJWBUJWFT XJUI UIF UFOTPS DPFG�
àDJFOUT UIFZ RVBOUJGZ


E%J = E&,5JKL EσKL+ εσ,5
JK E&K+ γσ,&

J E5, 	�


E4JK = T&,5JKL!EσL! + Eσ,5
LJK E&L+ασ,&

JK E5, 	�


XIFSF XF IBWF VTFE UIF &JOTUFJO TVNNBUJPO DPOWFOUJPO
 BOE
XF IBWF VTFE UIF GBDU UIBU UIF DPFGàDJFOUT XIJDI RVBOUJGZ UIF
EJSFDU QJF[PFMFDUSJD FGGFDU BSF FRVBM UP UIF DPFGàDJFOUT RVBO�
UJGZJOH UIF DPOWFSTF QJF[PFMFDUSJD FGGFDU <�>� EJKL BSF UIF DPFG�
àDJFOUT PG UIF SBOLm� QJF[PFMFDUSJD UFOTPS
 εJK BSF UIF DPFGà�
DJFOUT PG UIF SBOLm� QFSNJUUJWJUZ UFOTPS
 γJ BSF UIF DPFGàDJFOUT
PG UIF SBOLm� QZSPFMFDUSJD UFOTPS
 TJKL! BSF UIF DPFGàDJFOUT PG
UIF SBOLm� FMBTUJD DPNQMJBODF UFOTPS
 BOE αJK BSF UIF DPFGà�
DJFOUT PG UIF SBOLm� UIFSNBM FYQBOTJPO UFOTPS� "TTVNJOH B
DPOTUBOU FMFDUSJD àFME
 E&= �
 BOE DPOTUBOU TUSBJO
 E4= �

FRVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 DBO CF SFBSSBOHFE UP JTPMBUF UIF TUSFTT
EJGGFSFOUJBM UFSNT
 EσJK
 BOE UIFO FRVBUFE UP HFU UIF FYQSFTTJPO
GPS UIF UPUBM QZSPFMFDUSJD FGGFDU
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CZ NBLJOH VTF PG UIF UFOTPS JOWFSTF JEFOUJUJFT (E−�)JNOEJKL =
δNKδOL BOE (T−�)JKNOTJKL! = δNLδO!
 XIFSF δJK JT UIF ,SPOFDLFS
EFMUB GVODUJPO�

'PS NBOZ QZSPFMFDUSJD NBUFSJBMT
 UIF TFDPOEBSZ QZSPFMFD�
USJD FGGFDU IBT B OPO�OFHMJHJCMF DPOUSJCVUJPO UP UIF UPUBM FGGFDU

BOE JO UIF DBTF PG 17%'
 B QPMZNFS XJEFMZ VTFE GPS VMUSBTPVOE
EFUFDUJPO
 UIF QSJNBSZ BOE TFDPOEBSZ FGGFDUT IBWF OFBSMZ FRVBM

�
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'JHVSF �� %JBHSBN EFQJDUJOH UIF SFMBUJPOTIJQT CFUXFFO FMFDUSJDBM
 NFDIBOJDBM
 BOE UIFSNBM FGGFDUT JO DSZTUBMT� *OUFOTJWF WBSJBCMFT DPNQSJTF
UIF PVUFS USJBOHMF
 BOE FYUFOTJWF WBSJBCMFT UIF JOOFS USJBOHMF� 5IF SBOLT PG UIF UFOTPST DPSSFTQPOEJOH UP UIF WBSJBCMFT JO UIF DJSDMFT BSF TIPXO
JO SPVOE CSBDLFUT
 XIJMF UIF SBOLT PG UFOTPST DPSSFTQPOEJOH UP QSPQFSUJFT CFUXFFO WBSJBCMFT BSF TIPXO JO TRVBSF CSBDLFUT� 5IF QSJNBSZ
QZSPFMFDUSJD FGGFDU JT IJHIMJHIUFE JO CMVF
 XIJMF UIF TFDPOEBSZ QZSPFMFDUSJD FGGFDU JT IJHIMJHIUFE JO SFE� %JBHSBN CBTFE PO WFSTJPO TFFO JO
+ ' /ZF 	����
 BOE 4 # -BOH 	����
 <�
 �>� 3FQSPEVDFE XJUI QFSNJTTJPO GSPN <�>� 5IF EJBHSBN XBT PSJHJOBMMZ DPODFJWFE CZ ( )FDLNBOO
	����
 <��>� 3FQSJOUFE CZ QFSNJTTJPO GSPN 4QSJOHFS /BUVSF $VTUPNFS 4FSWJDF $FOUSF (NC)� 4QSJOHFS /BUVSF
 4QSJOHFS #FSMJO
)FJEFMCFSH�

DPOUSJCVUJPO <��>� 8F XJMM UIFSFGPSF DPOTJEFS UIF UPUBM QZSP�
FMFDUSJD DPFGàDJFOU JO FRVBUJPO 	�
 BT UIF QZSPFMFDUSJD DPFGà�
DJFOU PG JOUFSFTU� 5IFSF BMTP FYJTUT B UFSUJBSZ QZSPFMFDUSJD FGGFDU
XIJDI NBZ BSJTF JO QJF[PFMFDUSJD NBUFSJBMT GSPN OPO�VOJGPSN
IFBUJOH
 MFBEJOH UP OPO�VOJGPSN TUSFTTFT GSPN UIFSNBM QSFTTVSF
JO UIFNBUFSJBM <�
 ��>�8F BTTVNF UIBU UIF UFSUJBSZ FGGFDU JT OFH�
MJHJCMF
 TP UIBU QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF EFQFOEFODF PO UIFSNBM
HSBEJFOUT NBZ CF JHOPSFE�

���� 1ZSPFMFDUSJD DVSSFOU SFTQPOTF

5IF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU àFME JO UIF QZSPFMFDUSJD NBUFSJBM
JOEVDFT B TVSGBDF DIBSHF EFOTJUZ PO UIF GBDFT PG UIF NBUFS�
JBM OPSNBM UP UIF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU àFME� 5IF UJNF SBUF PG
DIBOHF PG UIF FMFDUSJD EJTQMBDFNFOU UIFO MFBET UP B DIBOHF
JO UIJT TVSGBDF DIBSHF
 XIJDI DBO CF NFBTVSFE BT B DVSSFOU
CZ BUUBDIJOH FMFDUSPEFT UP UIF TVSGBDFT PG UIF QZSPFMFDUSJD
NBUFSJBM�

4FWFSBM TJNQMJGZJOH BTTVNQUJPOT BSF NBEF GPS EFTDSJCJOH
UIF QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF PG UIF TFOTPS JO UIF NPEFM QSFTFOUFE
IFSF� *U JT BTTVNFE UIBU GPS UIF QVSQPTFT PG NPEFMMJOH UIF QZSP�
FMFDUSJD DVSSFOU SFTQPOTF UP IFBUJOH GSPN BO VMUSBTPVOE TPVSDF

UIF TVSGBDF DIBSHF PO BOZ QBSUJDVMBS BSFB FMFNFOU E" 	SFGFS UP
àHVSF �
 PG UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS EFQFOET POMZ PO UIF DIBOHF
JO UFNQFSBUVSF CFMPX UIBU BSFB
 BOE OPU UP DIBOHFT JO UIF UFN�
QFSBUVSF CFOFBUI BEKBDFOU BSFB FMFNFOUT� 5IJT BTTVNQUJPO JT
KVTUJàFE CZ B DPNCJOBUJPO PG ��EJNFOTJPOBM NPEFMT <�> BOE
CZ UIF UIFSNBM EJGGVTJPO JO UIF TFOTPS QSPQBHBUJOH QSJNBSJMZ
JO UIF EJSFDUJPO OPSNBM UP UIF TVSGBDF PG UIF TFOTPS
 XIJDI
JO UVSO JT KVTUJàFE CZ UIF IFBU FRVBUJPO XIFSF IFBU áPX GPM�
MPXT UIF HSBEJFOU PG UFNQFSBUVSF� 5IF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU
BMPOH UIF TVSGBDF PG UIF TFOTPS JT SFMBUJWFMZ VOJGPSN DPNQBSFE
UP UIF HSBEJFOU OPSNBM UP UIF TVSGBDF
 TJODF UIF UJNF TDBMF PG
UIFSNBM EJGGVTJPO JT PO UIF PSEFS PG UEJGG ≈ -�/�κ
 XIFSF - JT
UIF MFOHUI TDBMF PG UIFSNBM EJGGVTJPO BOE κ JT UIF UIFSNBM EJG�
GVTJWJUZ
 XIFSFBT UIF UJNF TDBMF JU UBLFT GPS UIF GVMM BDPVTUJD
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'JHVSF �� 5IF DJSDVJU FRVJWBMFOU GPS B QZSPFMFDUSJD TFOTPS� ¥ ����
*&&&� 3FQSJOUFE
 XJUI QFSNJTTJPO
 GSPN <�>�

5BCMF �� .PEFM QBSBNFUFST VTFE GPS TJNVMBUJPOT JO UIJT TFDUJPO�

%FGBVMU NPEFM JOQVU QBSBNFUFST 7BMVF

4PVSDF GSFRVFODZ 	.)[
 �
4PVSDF BNQMJUVEF 	L1B
 ���
4PVSDFmEFUFDUPS TFQBSBUJPO 3 	NN
 ��
4PVSDF XJEUI ! 	NN
 ��
%JBNFUFS PG TFOTPS E 	NN
 ��
%JBNFUFS PG TFOTJUJWF SFHJPO ET 	NN
 �
17%' UIJDLOFTT 	µN
 ���
4FOTPS DBQBDJUBODF $ 	O'
 ��
5PUBM SFTJTUBODF 3FR 	.Ω
 ��

XBWF UP SFBDI UIF TVSGBDF PG UIF TFOTPS IBT UIF VQQFS CPVOE
UEFMBZ ≈ ETFQ/D
 XIFSF ETFQ JT UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF MPOHFTU
BOE TIPSUFTU EJTUBODFT USBWFMMFE CZ UIF XBWF�GSPOU PG UIF BDPVT�
UJD XBWF UP SFBDI UIF TFOTPS TVSGBDF 	GPS B QMBOF XBWF BU OPSNBM
JODJEFODF
 UIJT EJTUBODF JT [FSP

 BOE D JT UIF TPVOE TQFFE JO UIF
CBDLHSPVOE NFEJVN� 'PS B TFOTPS XJUI B XJEUI PG E= �� NN
BOE B XBUFS CBDLHSPVOE
 XF DBO FTUJNBUF UIBU ETFQ = E
 TP UIBU
UEFMBZ = �� NN/DXBUFS = ��.� µT�

'PS UZQJDBM QZSPFMFDUSJD NBUFSJBMT TVDI BT QPMZWJOZMJEFOF
EJáVPSJEF 	17%'
 BOE MFBE [JSDPOBUF UJUBOBUF 	1;5
 UIF
UIFSNBM EJGGVTJPO JT PO UIF PSEFS PG κ≈ ��−� N� T−�
 TP UIF
MFOHUI TDBMF PG UIFSNBM EJGGVTJPO PWFS B UJNF TQBO PG UEFMBZ JT
-≈ �.� µN
 XIJDI JT OFHMJHJCMF DPNQBSFE UP UIF XJEUI PG UIF
TFOTPS� 5IJT BTTVNQUJPO EPFT OFHMFDU FEHF FGGFDUT JO DBTFT
XIFSF UIF XJEUI PG UIF JODPNJOH VMUSBTPVOE XBWF JT TNBMMFS
UIBO UIF XJEUI PG UIF TFOTPS
 JO XIJDI DBTF XF FYQFDU IFBU UP
TQSFBE UPXBSET UIF FEHFT PG UIF TFOTPS BT XFMM BT BMPOH UIF
EFQUI
 CVU UIJT TIPVME CF B TNBMM FGGFDU
 TJODF FWFO GPS MPOH
EJGGVTJPO UJNFT PO UIF PSEFS PG B TFDPOE
 UIF UIFSNBM EJGGV�
TJPO MFOHUI TDBMF JT BCPVU ���� NN
 XIJDI JT TUJMM DPOTJEFSBCMZ
TNBMMFS UIBO UIF XJEUI PG B UZQJDBM TFOTPS�

*U JT BMTP BTTVNFE UIBU UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO 14

XJUIJO UIF QZSPFMFUSJD NBUFSJBM JT VOJGPSN BU B HJWFO UFNQFSBU�
VSF 5
 BOE JT OPSNBM UP UIF TVSGBDF PG UIF TFOTPS GPS BMM UFNQFS�
BUVSFT
 IFODF JNQMZJOH UIBU UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU γσ,& JT
BMTP VOJGPSN BOE OPSNBM UP UIF TFOTPS TVSGBDF� 5IF VOJGPSNJUZ
PG UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO BMPOH UIF EFQUI PG UIF QZSP�
FMFDUSJD NBUFSJBM BOE UIF UFNQFSBUVSF TUBCJMJUZ PG UIF QZSPFMFD�
USJD DPFGàDJFOU BSF TVQQPSUFE GBJSMZ XFMM CZ FYQFSJNFOUBM SFT�
VMUT GPS 17%'
 GPS UFNQFSBUVSFT CFMPX �� ◦$ <��m��>�

*G XF DPOTJEFS B NBUFSJBM XJUI DPOTUBOU TUSFTT
 Eσ = �

BOE DPOTUBOU FMFDUSJD àFME
 E&= �
 UIFO UIF FYQSFTTJPO JO
FRVBUJPO 	�
 SFEVDFT UP UIF TJNQMF GPSN

E%= γσ,&E5. 	�


5IF FYQSFTTJPO JO FRVBUJPO 	�
 JO DPNNPOMZ VTFE UP EFTDSJCF
UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU <�>� *U JT POMZ WBMJE GPS EFTDSJCJOH
DIBOHFT CFUXFFO FRVJMJCSJVN TUBUFT
 TJODF JU XBT EFSJWFE VTJOH
FRVJMJCSJVN UIFSNPEZOBNJDT� )FODF
 JU JT JOTVGàDJFOU GPSNPE�
FMMJOH TDFOBSJPT XIFSF UIF TFOTPS JT IFBUFE VOFWFOMZ TQBUJBMMZ

BOE NPSF DBSFGVM BOBMZTJT NVTU CF EPOF� )PXFWFS
 BTTVNJOH
GPS B NPNFOU UIBU UIF IFBUJOH JT VOJGPSN
 XF NBZ UBLF UIF UJNF
EFSJWBUJWF PG FRVBUJPO 	�
 UP HFU BO FYQSFTTJPO GPS B EJTQMBDF�
NFOU DVSSFOU EFOTJUZ JO UIF TFOTPS
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JOEJDBUJOH UIBU XF NBZ FYQFDU UIF QZSPFMFDUSJD DVSSFOU UP IBWF
B QSPQPSUJPOBM EFQFOEFODF PO UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU BOE
UIF UJNF SBUF PG DIBOHF PG UFNQFSBUVSF�

"DDPSEJOH UP QSFWJPVT XPSLT
 JO UIF ��EJNFOTJPOBM DBTF
XIFSF UIF UFNQFSBUVSF POMZ WBSJFT BMPOH UIF EFQUI PG UIF QZSP�
FMFDUSJD DSZTUBM BOE JT VOJGPSN BDSPTT UIF TMJDFT QBSBMMFM UP UIF
DSZTUBM TVSGBDF
 UIF QZSPFMFDUSJD DVSSFOU SFTQPOTF JT HJWFO CZ
UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF JO UFNQFSBUVSF BMPOH UIF EFQUI PG
UIF DSZTUBM 	BMPOH UIF EJSFDUJPO PG QPMBSJ[BUJPO
 <��m��>� 8F
XJMM GPMMPX UIF BSHVNFOUT QSFTFOUFE JO <��>
 BOE FYUFOE UIF
SFTVMU GPS UFNQFSBUVSFT XIJDI WBSZ UISPVHIPVU UIF DSZTUBM CZ
BQQMZJOH UIF NFUIPE BMPOH DPMVNOT CFMPX TVSGBDF FMFNFOUT
E"
 BTTVNJOH UIBU UIF DIBOHF JO DIBSHF JOEVDFE PO UIF TVSGBDF
FMFNFOU E" JT QSPQPSUJPOBM POMZ UP UIF BWFSBHF SBUF PG DIBOHF
JO UFNQFSBUVSF EJSFDUMZ CFMPX JU JO UIF TFOTPS� #Z EPJOH UIJT

XF DBO HFU UIF QZSPFMFDUSJD DVSSFOU EFOTJUZ BU UIF TVSGBDF PG UIF
TFOTPS�

8F QBSUJUJPO UIF TFOTPS NBUFSJBM JOUP / TMBCT PG UIJDLOFTT
∆[J GPS J ∈ {�, . . . ,/}
 XIFSF XF DPOTJEFS FBDI TMBC CFJOH TVG�
àDJFOUMZ UIJO TP UIBU JU DBO CF DPOTJEFSFE UP IBWF B DPOTUBOU
TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ
 14,J = 14,J[̂� *G XF DPOTJEFS
UIF WPMVNFT CFOFBUI BSFB FMFNFOUT E" PG UIF TFOTPS FMFNFOU
BT QBSBMMFM QMBUF DBQBDJUPST XJUI DBQBDJUBODF

E$I
� =

ε

I
E", 	�


XIFSF ε= εSε� JT UIF QFSNJUUJWJUZ PG UIF QZSPFMFDUSJD NBUFS�
JBM
 ε� JT UIF QFSNJUUJWJUZ PG UIF WBDVVN
 BOE εS JT UIF SFMBUJWF
QFSNJUUJWJUZ
 UIFO XF DBO SFMBUF UIF TVSGBDF DIBSHF FMFNFOU UP
UIF QPUFOUJBM EJGGFSFODF CFUXFFO UIF UPQ BOE CPUUPN TVSGBDFT
PG UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS CZ

ERI = 7I
� E$I

� . 	��


5IF QPUFOUJBM EJGGFSFODF 7I
� JT UIF MJOF JOUFHSBM PG UIF FMFD�

USJD àFME CFUXFFO UIF UPQ BOE CPUUPN FMFDUSPEFT PG UIF TFOTPS

XIFSF UIF FMFDUSJD àFME JO UIJT DBTF JT JOEVDFE CZ UIF JOUFSOBM
TVSGBDF DIBSHFT DBVTFE CZ UIF KVNQ EJTDPOUJOVJUJFT JO UIF
QPMBSJ[BUJPO CFUXFFO BEKBDFOU TMBCT� 8F DBO SFMBUF UIF FMFDUSJD

�
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'JHVSF �� .PEFMMFE WPMUBHF SFTQPOTFT GPS UIF � NN 	MFGU

 � NN 	NJEEMF

 BOE �� NN 	SJHIU
 TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFS TFOTPST GPS BOHMFT PG
JODJEFODF PG �◦
 ��◦
 BOE ��◦
 VTJOH UIF QBSBNFUFST GSPN UBCMF �� "MM UISFF TFOTPST BSF HJWFO UIF TBNF QBSBNFUFS WBMVFT FYDFQU GPS UIF
EJBNFUFS PG UIF TFOTJUJWF QPSUJPO PG UIF TFOTPS TVSGBDF�

àFME UP UIF QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ àFME UISPVHI UIF àFME CPVOE�
BSZ DPOEJUJPOT CFUXFFO BEKBDFOU MBZFST


ςC,J =−[̂ · (14,J+� −14,J) , 	��


ςG,J+ ςC,J = [̂ · (εJ+�&J+� − εJ&J) , 	��


XIFSF ς G
J BOE ςC
J BSF UIF GSFF BOE CPVOE TVSGBDF DIBSHF
EFOTJUJFT CFUXFFO MBZFST J BOE J+ �
 SFTQFDUJWFMZ� 8F BTTVNF
UIBU UIF TFOTPS JT B QFSGFDU JOTVMBUPS BOE IFODF IBT OP GSFF
DIBSHFT
 TP ς G
J= � GPS J= �, . . . ,/� 8JUIJO UIF FMFDUSPEFT BU
J= � BOE J=/+ �
 UIF QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ BOE FMFDUSJD àFMET
BSF [FSP TJODF UIF FMFDUSPEFT BSF DPOEVDUPST
 BOE XF BTTVNF
UIBU UIF NPNFOUBSZ FMFDUSJD àFME XJUIJO UIF FMFDUSPEFT DBVTFE
CZ DIBOHFT JO QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ JO UIF TFOTPS BSF TIPSU�MJWFE
DPNQBSFE UP UIF UIFSNBM UJNFTDBMFT DBVTJOH UIF DIBOHFT
 BOE
DBO IFODF CF OFHMFDUFE� $PNCJOJOH UIFTF
 XF HFU UIBU

&J =−14,J

εJ
. 	��


8F XJMM BTTVNF UIBU UIF EJFMFDUSJD DPOTUBOU εJ JT DPOTUBOU
UISPVHIPVU UIF TFOTPS NBUFSJBM
 TP XF DBO MFU εJ= ε� 4JODF UIF
WPMUBHF 7I

� JT UIF MJOF JOUFHSBM PG UIF FMFDUSJD àFME BDSPTT UIF
UIJDLOFTT PG UIF TFOTPS
 JU GPMMPXT GSPN FRVBUJPO 	��
 UIBU UIF
TVSGBDF DIBSHF FMFNFOU DBO CF FYQSFTTFE BT

ERI =−E$I
�

/∑

J=�

14,J

ε
∆[J. 	��


#Z FYQSFTTJOH UIF EJGGFSFOUJBM DIBSHF BT UIF DIBOHF JO DIBSHF
GSPN BO JOJUJBM WBMVF
 ERI = ERI(�)+ ERI(U) BOE MJOFBSMZ
FYQBOEJOH UIF TQPOUBOFPVT QPMBSJ[BUJPO EFOTJUZ XJUI SFTQFDU
UP UFNQFSBUVSF BT 14,J ≈ 14,J|5� +

∂14,J

∂5

∣∣
5�
5J(U)
 XF DBO FYQSFTT

UIF EJGGFSFOUJBM DIBOHF JO DIBSHF JO UIF MJNJU BT /→∞ CZ

ERI(U) =−
(

�
I

ˆ I

�
γ([)5([, U)E[

)
E", 	��


XIFSF γ JT BHBJO UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU� 8F BSF JOUFSFTUFE
JO UIF NBHOJUVEF PG UIF DIBOHF JO DIBSHF
 TP XF XJMM ESPQ UIF
TJHO GSPN OPX PO� 8F BTTVNF UIBU UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU
JT VOJGPSN XJUIJO UIF TFOTPS
 TP CZ UBLJOH UIF UJNF EFSJWBUJWF

PG FRVBUJPO 	��
 BOE EJGGFSFOUJBUJOH CPUI TJEFT XJUI SFTQFDU UP
UIF BSFB
 XF HFU UIF QZSPFMFDUSJD DVSSFOU EFOTJUZ


K(U) =
EṘI(U)
E"

=
γ

I

ˆ I

�

∂5([, U)
∂U

E[. 	��


*OUFHSBUJOH FRVBUJPO 	��
 PWFS UIF TVSGBDF ZJFMET UIF UPUBM
QZSPFMFDUSJD DVSSFOU


J(U) =
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ˆ I
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)
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XIJDI JT QSPQPSUJPOBM UP UIF QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU BOE UIF
TVSGBDF JOUFHSBM PG UIF EFQUI�BWFSBHFE SBUF PG DIBOHF JO UFN�
QFSBUVSF
 BT TIPXO JO UIF àSTU FRVBMJUZ JO 	��
� "MUFSOBUJWFMZ

XF DBO TQMJU UIF QSPQPSUJPOBMJUZ UP UIF WPMVNF�BWFSBHFE SBUF
PG DIBOHF JO UFNQFSBUVSF BOE UIF TVSGBDF BSFB PG UIF TFOTPS

TIPXO JO UIF TFDPOE FRVBMJUZ PG 	��
�

�� 6MUSBTPVOE TFOTPS NPEFM

5IF NPEFM EFTDSJCFE IFSF DPOTJTUT PG UISFF DPVQMFE DPNQPO�
FOUT
 XIJDI UPHFUIFS TJNVMBUF UIF QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF PG BO
VMUSBTPVOE TFOTPS UP BO VMUSBTPVOE XBWF�

���� "DPVTUJD TJNVMBUJPO

5IF BDPVTUJD TJNVMBUJPO JO UIJT NPEFM JT EPOF VTJOH UIF
F@q�p2 J�hG�" QBDLBHF
 BTTVNJOH MJOFBS BDPVTUJD QSPQBHB�
UJPO XJUI BCTPSQUJPO JO B áVJE NFEJVN
 NFBOJOH UIBU TIFBS
XBWFT BSF BTTVNFE UP CF OFHMJHJCMF� 5IF EZOBNJDT PG UIFTF
BDPVTUJD XBWFT BSF HPWFSOFE CZ UIF FRVBUJPOT�

∂V(Y, U)
∂U

=− �
ρ�(Y)

∇Q(Y, U), 	��


∂ρ(Y, U)
∂U

=−∇ · [ρ�(Y)V(Y, U)] + 4.(Y, U), 	��


Q(Y, U) = D�(Y)�
[
ρ(Y, U)+ E(Y, U) ·∇ρ�(Y)− -̂(Y)ρ(Y, U)

]
,

	��


�
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'JHVSF �� 7PMUBHF SFTQPOTF EFQFOEFODF PO WBSJBUJPOT JO UPUBM SFTJTUBODF
 3FR
 BOE TFOTPS DBQBDJUBODF
 $�

XIFSF E BOE V BSF UIF QBSUJDMF EJTQMBDFNFOU BOE WFMPDJUZ
 ρ BOE
Q BSF UIF BDPVTUJD EFOTJUZ BOE QSFTTVSF
 D� BOE ρ� BSF UIF FRVJ�
MJCSJVN TPVOE TQFFE BOE EFOTJUZ
 4. JT B NBTT TPVSDF UFSN
 BOE
-̂ JT B MJOFBS MPTT PQFSBUPS� 5IF PQFSBUPS -̂ EFTDSJCFT BCTPSQUJPO
BOE EJTQFSTJPO UIBU GPMMPXT B GSFRVFODZ QPXFS MBX PG UIF GPSN
α= α�ωZ
 XIFSF Z JT UIF QPXFS MBX FYQPOFOU� *U JT EFàOFE
VTJOH UIF GSBDUJPOBM -BQMBDJBO BOE IBT UIF GPSN


-̂(Y) = α�(Y)
∂

∂U
(−∇�)Z/�−� +α�(Y)(−∇�)(Z+�)/�−�, 	��


XIFSFα�(Y) =−�α�(Y)D�(Y)Z−� JT UIF BCTPSQUJPO QSPQPSUJPO�
BMJUZ DPFGàDJFOU
 α�(Y) = �α�(Y)D�(Y)Z UBO(πZ/�) JT UIF EJT�
QFSTJPO QSPQPSUJPOBMJUZ DPFGàDJFOU <��>�

5IF WPMVNF SBUF PG IFBU EFQPTJUJPO
 2
 JT EFUFSNJOFE CZ B
DPNCJOBUJPO PG UIF BCTPSQUJPO DIBSBDUFSJTUJDT PG UIFNFEJVN BT
XFMM BT UIF GPSN PG UIF BDPVTUJD XBWF BQQMJFE UP UIFNFEJVN� *O
HFOFSBM
 XF DBO EFTDSJCF UIF IFBU EFQPTJUJPO UFSN BT B NPWJOH
NFBO PG EJTTJQBUJPO
 BWFSBHFE PWFS B DIBSBDUFSJTUJD QFSJPE τ PG
UIF BDPVTUJD XBWF


2(Y, U) = 〈D(Y, U)〉τ , 	��


XIFSF D JT B UFSN RVBOUJGZJOH UIF EJTTJQBUJPO PG BDPVTUJD
FOFSHZ
 BOE 〈·〉τ EFOPUFT UIF UFNQPSBM NPWJOH NFBO PWFS B
XJOEPX PG MFOHUI τ 
 XIJDI DBO CF FYQSFTTFE BT

〈D(Y, U)〉τ =

ˆ U+τ/�

U−τ/�
D(Y,T)ET. 	��


5IF DIBSBDUFSJTUJD QFSJPE τ SFQSFTFOUT B UJNF�TDBMF PWFS XIJDI
UIF TNBMM�TDBMF QFSJPEJD CFIBWJPVS PG UIF BDPVTUJD XBWF DBO

CF BWFSBHFE
 TP UIBU POMZ UIF NBDSPTDPQJD CFIBWJPVS PG UIF
XBWF JT UBLFO JOUP BDDPVOU� 5IF GPSN PG UIF EJTTJQBUJPO UFSN
D EFQFOET PO IPX UIF BCTPSQUJPO JT NPEFMMFE
 CVU JU DBO CF
SFMBUFE UP BDPVTUJD FOFSHZ EFOTJUZ BOE BDPVTUJD JOUFOTJUZ CZ
USFBUJOH JU BT BO FOFSHZ MPTT UFSN JO UIF BDPVTUJD XBWF
 TP UIBU
JU PCFZT UIF FOFSHZ DPOTFSWBUJPO DPSPMMBSZ <��>

∂X(Y, U)
∂U

+∇ · *(Y, U) =−D(Y, U), 	��


XIFSF X JT UIF BDPVTUJD FOFSHZ EFOTJUZ BOE * JT UIF BDPVTUJD
JOUFOTJUZ� *G XF XFSF UP CF NPSF QSFDJTF
 JO UIF DBTF PG BDPVT�
UJD BCTPSQUJPO EVF UP UIFSNBM DPOEVDUJPO BOE WJTDPVT FGGFDUT
X
BOE * EFQFOE PO UIF UFNQFSBUVSF PG UIF NFEJVN
 BOE * GVSUIFS
EFQFOET PO UIF TUSFTT UFOTPS σ� )PXFWFS
 XF XJMM BTTVNF VOJ�
GPSN TUSFTT Eσ = � UISPVHIPVU UIF NBUFSJBM BOE B TVGàDJFOUMZ
XFMM�CFIBWFE BQQMJFE BDPVTUJD XBWF TVDI UIBU *= QV JT B SFBT�
POBCMF BQQSPYJNBUJPO GPS UIF BDPVTUJD JOUFOTJUZ� *O UIF TUFBEZ�
TUBUF XF DBO TBZ UIBU UIF àSTU UFSN JO FRVBUJPO 	��
 JT [FSP

BOE IFODF UIF BDPVTUJD JOUFOTJUZ BOE EJTTJQBUJPO BSF MFGU XJUI
USJWJBM UJNF EFQFOEFODJFT� )FODF
 XF DBO UBLF UIF NPWJOH UJNF
BWFSBHF PG UIF BDPVTUJD JOUFOTJUZ PWFS BO BSCJUSBSZ XJOEPX PG
MFOHUI τ UIBU JT BO JOUFHFS NVMUJQMF PG UIF QFSJPE PG UIF VMUSB�
TPVOE XBWF� 5IVT
 UIF IFBUJOH UFSN EVF UP EJTTJQBUJPO JT HJWFO
CZ

2(Y) =−∇ · 〈*(Y, U)〉, 	��


XIJDI JT UIFO VTFE JO UIF UIFSNBM TJNVMBUJPO�

�
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'JHVSF �� 4DIFNBUJD GPS EJSFDUJPOBM SFTQPOTF TJNVMBUJPO� -JOF
TPVSDF PG XJEUI ! JT SPUBUFE XJUI SFTQFDU UP UIF DFOUFS PG UIF TVSGBDF
PG UIF TFOTPS PG XJEUI E CZ BOHMF θ
 NBJOUBJOJOH B DPOTUBOU EJTUBODF
3 CFUXFFO UIF DFOUSFT PG UIF TVSGBDFT PG UIF TPVSDF BOE TFOTPS� 5IF
TFOTPS IBT B EJBNFUFS E XJUI BO FMFDUSPEF EJBNFUFS PG ET
 BOE B
17%' UIJDLOFTT PG I�

���� 5IFSNBM TJNVMBUJPO

5IF UIFSNBM TJNVMBUJPO DBO CF HSFBUMZ TJNQMJàFE JG XF DBO OFH�
MFDU EJGGVTJPO
 XIJDI JT WBMJE JG UIF UJNFTDBMF PG UIFSNBM EJGGV�
TJPO JT NVDI HSFBUFS UIBO UIF IFBUJOH EVSBUJPO� 5IF IFBU EJGGV�
TJPO UJNFTDBMF DBO CF DIBSBDUFSJ[FE CZ UIF UIFSNBM SFMBYBUJPO
UJNF
 UUIFSNBM
 XIJDI JT UIF UJNF UIBU JU UBLFT UIF UFNQFSBUVSF
PG B IFBUFE SFHJPO UP ESPQ UP ��F PG JUT JOJUJBM UFNQFSBUVSF� "O
BQQSPYJNBUJPO GPS UUIFSNBM GPS BDPVTUJD QMBOF XBWF IFBUJOH JT
HJWFO CZ UIF FRVBUJPO

UUIFSNBM =
E�

�κ
, 	��


XIFSF κ JT UIF UIFSNBM EJGGVTJWJUZ PG UIF NBUFSJBM
 BOE E JT B
DIBSBDUFSJTUJD MFOHUI� 'PS UIF 17%' MBZFS E JT UIF UIJDLOFTT
I PG UIF NFNCSBOF
 XIFSFBT GPS UIF CBDLJOH MBZFS UIF DIBS�
BDUFSJTUJD MFOHUI JT UIF BDPVTUJD QFOFUSBUJPO EFQUI PG FOFSHZ

���α
 XIFSF α JT UIF BDPVTUJD BUUFOVBUJPO� "TTVNJOH B 17%'
NFNCSBOF XJUI UIJDLOFTT ��� µN BMPOH XJUI B CBDLJOH MBZFS
XJUI BUUFOVBUJPO DPFGàDJFOU α= ��� /1N−� BU � .)[� 'PS
UIF 17%' QZSPFMFDUSJD TFOTPS XJUI NBUFSJBM QSPQFSUJFT HJWFO JO
UBCMF �
 UIF UIFSNBM SFMBYBUJPO UJNF JO UIF 17%' MBZFS JT ��NT

XIFSFBT GPS UIF CBDLJOH MBZFS
 BTTVNJOH B � .)[ VMUSBTPVOE
TPVSDF
 UIF UIFSNBM SFMBYBUJPO UJNF JT ��� NT� "U IJHIFS VMUSB�
TPVOE GSFRVFODJFT UIF UIFSNBM SFMBYBUJPO UJNF JO UIF CBDLJOH
MBZFS XPVME CF FWFO TIPSUFS� 5IFTF UJNFT BSF DPNQBSBCMF UP
UIF IFBUJOH EVSBUJPOT DPOTJEFSFE JO UIJT QBQFS
 BOE IFODF XF
OFFE UP VTF B UIFSNBM NPEFM UIBU BDDPVOUT GPS EJGGVTJPO�

5IF UIFSNBM EZOBNJDT PG UIF TFOTPS BSF BMTP NPEFMMFE JO
F@q�p2
 XIJDI VTFT UIF IFBU FRVBUJPO�

ρ�(Y)DQ(Y)
∂5(Y, U)

∂U
=∇ · [,(Y)∇5(Y, U)] +2(Y, U), 	��


XIFSF DQ JT UIF TQFDJàD IFBU DBQBDJUZ
, JT UIF UIFSNBM DPOEVDU�
JWJUZ
 BOE 2 JT UIF WPMVNF SBUF PG IFBU EFQPTJUJPO BT EFàOFE CZ
FRVBUJPO 	��
�

5BCMF �� .PEFM QBSBNFUFST VTFE GPS TJNVMBUJPOT JO UIJT QBQFS�
¥ ���� *&&&� 3FQSJOUFE
 XJUI QFSNJTTJPO
 GSPN <�>�

'JYFE NPEFM JOQVU QBSBNFUFST 7BMVF

17%' EFOTJUZ ρ17%' 	LH N−� ����
17%' TPVOE TQFFE D17%' 	NT−�
 ����
17%' BUUFOVBUJPO DPFGàDJFOU α17%'

	/1N−�.)[−�

���

#BDLJOH MBZFS EFOTJUZ ρBCT 	LH N−�B ����
#BDLJOH MBZFS TPVOE TQFFE DBCT 	NT−�
C ����
#BDLJOH MBZFS BUUFOVBUJPO DPFGàDJFOU αBCT

	/1N−� BU �.)[
C
���

17%' QZSPFMFDUSJD DPFGàDJFOU γ
	µ $ ◦ $−�N−�
B

��

5IFSNBM EJGGVTJWJUZ κ 	N�T−�
CD ����× ��−�

5IFSNBM DPOEVDUJWJUZ , 	8N−�,−�
CD �����
4FOTPS SFTJTUBODF 3Q 	(Ω
 ����
"NQMJàFS JOQVU JNQFEBODF 3B 	.Ω
 ��
"UUFOVBUJPO QPXFS MBX FYQPOFOU Z ���
B .BOVGBDUVSFS�T WBMVF�
C .FBTVSFE BU /1-�
D 17%' BOE CBDLJOH MBZFS BTTVNFE UP IBWF TBNF κ BOE ,�

5IJT QBSU PG UIF TJNVMBUJPO HJWFT VT UIF UFNQFSBUVSF àFME

5(Y, U)
 XJUIJO UIF TFOTPS SFHJPO Ω� 5IF TQBUJBM NFBO PG UIF
UFNQFSBUVSF àFME XJUIJO UIJT SFHJPO
 〈∆5(Y, U)〉Ω
 HJWFT VT UIF
QZSPFMFDUSJD DVSSFOU SFTQPOTF UISPVHI FRVBUJPO 	��

 XIJDI JT
VTFE BT BO JOQVU JO UIF àOBM QBSU PG UIF NPEFM�UIF WPMUBHF
SFTQPOTF�

���� 7PMUBHF SFTQPOTF

"O FMFDUSJDBM DJSDVJU NPEFM BQQSPBDI GPS UIF QZSPFMFDUSJD
TFOTPS DPOTJEFST UIF TFOTPS BT B DVSSFOU HFOFSBUPS DPOOFDUFE
JO QBSBMMFM XJUI B DBQBDJUPS BOE B SFTJTUPS
 XIJDI DPSSFTQPOE
UP UIF DBQBDJUBODF BOE SFTJTUBODF PG UIF NBUFSJBM
 SFTQFDUJWFMZ
<�
 �
 ��>� *O UIF WFSTJPO PG UIF DJSDVJU NPEFM TFFO JO àHVSF ���

QSFTFOUFE JO <�>
 UIF QZSPFMFDUSJD DJSDVJU DPNQPOFOU JT DPOOFD�
UFE UP B VOJU HBJO BNQMJàFS XJUI BO JOQVU SFTJTUBODF3B
 XIJDI JO
UVSO JT DPOOFDUFE UP B TIVOU SFTJTUPS PG SFTJTUBODF 3-� 5IF DVS�
SFOU J	U
 NFBTVSFE BDSPTT UIF FMFDUSPEFT BUUBDIFE UP UIF TFOTPS
TVSGBDFT JT HJWFO CZ FRVBUJPO 	��

 BOE TP UIF WPMUBHF SFTQPOTF
DBO CF BUUBJOFE VTJOH ,JSDIIPGG�T MBXT UP ZJFME <�
 �
 ��>

γ"
$

E〈∆5(Y, U)〉Ω
EU

=
7(U)
3FR$

+
E7(U)
EU

, 	��


XIFSF 3FR JT UIF QBSBMMFM DPNCJOBUJPO PG 3Q BOE 3B
 BOE UIF
WBMVFT GPS DBQBDJUBODF $ BOE SFTJTUBODF 3Q PG UIF TFOTPS DPS�
SFTQPOE UP UIFJS UPUBM WBMVFT BDSPTT UIF FMFDUSPEFT�

5IF UIFSNBM TJNVMBUJPO HJWFT VT UIF DIBOHF JO UFNQFSBU�
VSF àFME ∆5(Y, U) JO UIF TFOTPS
 GSPN XIJDI XF DBO OVNFS�
JDBMMZ TPMWF GPS UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS SFTQPOTF
 7	U

 VTJOH
FRVBUJPO 	��
�

5IF GVMM QZSPFMFDUSJD TJHOBM JT UIF WPMUBHF BT B GVODUJPO PG
UJNF
 7	U
� *O UIJT QBQFS XF UBLF UIF BCTPMVUF NBYJNVN PG 7	U

UP SFEVDF UIF TJHOBM UP B TJOHMF RVBOUJUZ UIBU DBO CF DPNQBSFE
CFUXFFO NFBTVSFNFOUT� .PSF UFDIOJDBM BQQSPBDIFT DBO BMTP
CF DPOTJEFSFE
 TVDI BT UIF DPSSFMBUJPO TDIFNF PVUMJOFE JO <��>


�
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5BCMF �� .PEFM QBSBNFUFST VTFE GPS TJNVMBUJPOT JO UIJT QBQFS�
7BMVFT JO UBCMF UBLFO GSPN <�
 �>�

.PEFM JOQVU QBSBNFUFS 7PMUBHF SFTQPOTF %JSFDUJWJUZ

'SFRVFODZ 	.)[
 � ����
%JBNFUFS PG TPVSDF ! 	NN
 ���� ��
%JBNFUFS PG TFOTJUJWF SFHJPO
ET 	NN


�� �

17%' UIJDLOFTT 	µN
 �� ���
4FOTPS DBQBDJUBODF $ 	O'
 ��� �����
4FOTPS SFTJTUBODF 3Q 	(Ω
 ���� ����
"NQMJàFS JOQVU JNQFEBODF
3B 	.Ω


�� ��

4PVSDF�TFOTPS TFQBSBUJPO
3 	NN


�� ��

"OHMF CFUXFFO TPVSDF BOE
TFOTPS TVSGBDF θ 	◦


�� �m��

XIFSF UIF DPPMJOH UJNF PG UIF TFOTPS JO QIZTJDBM NFBTVSFNFOUT
JT BDDPVOUFE GPS�

�� 4FOTPS WPMUBHF BOE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT

6TJOH UIF NPEFM GSPN UIF QSFWJPVT TFDUJPO
 XF JOWFTUJHBUF
IPX WBSJPVT TFOTPS QBSBNFUFST BGGFDU UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS
SFTQPOTF� 5IF NPEFM DPOUBJOT NBOZ QBSBNFUFST UIBU DBO CF
JOEFQFOEFOUMZ WBSJFE PWFS MBSHF SBOHFT
 CVU XF GPDVT PO B
GFX LFZ QIZTJDBM QBSBNFUFST PG QBSUJDVMBS JOUFSFTU� TFOTJUJWF
SFHJPO EJBNFUFS 	ET
 UIF EJBNFUFS PG UIF FMFDUSPEF
 BT TIPXO JO
àHVSF �

 17%' UIJDLOFTT
 TPVSDFmTFOTPS TFQBSBUJPO
 UIFSNBM
EJGGVTJWJUZ
 BOE UIF FMFDUSJDBM QBSBNFUFST 3FR BOE $�

'PS UIFTF TJNVMBUJPOT
 XF XJMM VTF UIF QBSBNFUFST PVUMJOFE
JO UBCMF � BT UIF DPOUSPM
 XIJDI BSF DIPTFO UP CF DMPTF UP UZQJDBM
WBMVFT GPVOE JO QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPST JO UIF MJUFSBU�
VSF� 8F XJMM BEEJUJPOBMMZ VTF UIF BDPVTUJD BOE UIFSNBM QSPQFS�
UJFT GPS UIF 17%' BOE CBDLJOH MBZFS BT MJTUFE JO UBCMF �
 BOE
UIF XBUFS CBDLHSPVOE JT BTTVNFE UP CF OPO�BUUFOVBUJOH�

5IF SFTVMUT QSFTFOUFE JO UIJT QBQFS XFSF DPNQVUFE VTJOH
B �% NPEFM GPS GBTUFS DPNQVUBUJPO UJNFT� 5IF DPNQVUBUJPOBM
HSJE VTFE JO UIFTF TJNVMBUJPOT IBE B HSJE TUFQTJ[F PG ��� µN
QFS QJYFM� 5IF WPMUBHF SFTQPOTF BOE EJSFDUJPOBM SFTQPOTF XFSF
UFTUFE GPS DPOWFSHFODF CZ DIFDLJOH UIBU JODSFBTJOH UIF HSJE
SFTPMVUJPO UP B TUFQTJ[F PG �� µN QSPEVDFE WPMUBHF SFTQPOTF
DVSWFT XJUI SFMBUJWF SPPU NFBO TRVBSFE EJGGFSFODF PG MFTT UIBO
��
 BOE EJSFDUJPOBM SFTQPOTF DVSWFT XJUI B EJGGFSFODF PG MFTT
UIBO ���

���� 4FOTPS WPMUBHF SFTQPOTF

5P NPEFM UIF TFOTPS WPMUBHF SFTQPOTF
 XF DPOTJEFS TJUVBUJPOT
XIFSF UIF TFOTPS JT VOESJWFO 	UIFSF JT OP VMUSBTPVOE
 GPS UIF
JOJUJBM UJO = � T
 JT UIFO FYQPTFE UP DPOTUBOU IFBUJOH EVF UP UIF
BCTPSQUJPO PG B OPSNBMMZ�JODJEFOU XBWF GPS U2= � T
 BOE UIFO
JT BMMPXFE UP DPPM EPXO GPS B GVSUIFS UDPPM = � T�

'JHVSF � TIPXT IPX UIF EJBNFUFS PG UIF TFOTJUJWF SFHJPO
BGGFDUT UIF WPMUBHF DVSWF BU WBSJPVT BOHMFT PG JODJEFODF GPS UIF
VMUSBTPVOE XBWF� *ODSFBTJOH UIF TFOTPS TJ[F SFTVMUT JO B HSFBUFS
WPMUBHF SFTQPOTF
 TJODF UIFZ DBQUVSF B HSFBUFS QPSUJPO PG UIF
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'JHVSF �� .PEFMMFE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT GPS UIF � NN TFOTJUJWF
SFHJPO EJBNFUFS TFOTPS XJUI 17%' UIJDLOFTT WBSZJOH GSPN ��� UP
��� µN
 VTJOH UIF QBSBNFUFST GSPN UBCMF �� 5IF ���∗ µN TFOTPS
SFTQPOTF JOEJDBUFE CZ UIF TPMJE CMBDL MJOF JT GPS B TFOTPS UIBU JT
BDPVTUJDBMMZ NBUDIFE XJUI UIF CBDLJOH MBZFS
 XJUI UIF TBNF
QZSPFMFDUSJD QSPQFSUJFT BT UIF 17%'�

DIBSHF TFQBSBUJPO BSJTJOH GSPN UIF QZSPFMFDUSJD FGGFDU� *ODSFBT�
JOH UIF TFOTPS TJ[F BMTP DBVTFT UIF WPMUBHF DVSWFT BU EJGGFSFOU
BOHMFT PG JODJEFODF θ UP DPOWFSHF UP POF�BOPUIFS
 JOEJDBUJOH B
áBUUFS EJSFDUJPOBM SFTQPOTF� 5IF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF BTQFDU JT
JOWFTUJHBUFE NPSF JO TFDUJPO ����

'JHVSF � TIPXT IPX WBSZJOH UIF FMFDUSJDBM QBSBNFUFST 3FR

BOE $ BGGFDUT UIF WPMUBHF SFTQPOTF DVSWFT� 5IFSF BQQFBST UP
CF B TZNNFUSZ XJUI SFTQFDU UP DIBOHFT JO 3FR PS $
 XIFSF
MPXFS WBMVFT PG3FR$ SFTVMU JO GBTU WPMUBHF SFTQPOTFT XJUI TIBSQ
QFBLT
 XIFSFBT MBSHFS WBMVFT PG 3FR$ SFTVMU JO TMPX WPMUBHF
SFTQPOTFT XJUI TNPPUI QFBLT� 'SPN FRVBUJPO 	��
 XF DBO TFF
UIBU GPS MBSHF WBMVFT PG 3FR$
 UIF WPMUBHF SFTQPOTF CFDPNFT
QSPQPSUJPOBM UP UIF UFNQFSBUVSF DIBOHF BOE GPS TNBMM 3FR$ JU
CFDPNFT QSPQPSUJPOBM UP UIF SBUF PG UFNQFSBUVSF DIBOHF� 5IJT
JT EJTDVTTFE GVSUIFS JO TFDUJPO ����

���� %JSFDUJPOBM SFTQPOTF

5P NPEFM UIF TFOTPS EJSFDUJPOBM SFTQPOTF
 XF DPOTJEFS TJUV�
BUJPOT XIFSF UIF TFOTPS JT FYQPTFE UP DPOTUBOU IFBUJOH EVF
UP VMUSBTPVOE BCTPSQUJPO GPS U2= ���� TFDPOET
 BOE UIFO JT
BMMPXFE UP DPPM EPXO GPS UDPPM = �.�� T� 8F VTFE 	��
 UP PCUBJO
∂5
∂U BOE VTF UIJT BT UIF MFGU IBOE TJEF JO 	��
� UIF MBUUFS FRVBUJPO
XBT UIFO TPMWFE VTJOH .BUMBC GVODUJPOT Q/298 BOE Q/2R8b�
"T XF BSF UBLJOH UIF NBYJNVN WPMUBHF SFTQPOTF GPS FBDI
BOHMF
 UIF DPPMJOH QPSUJPO EPFT OPU BDUVBMMZ BGGFDU UIF EJSFD�
UJPOBM SFTQPOTF BT UIF QFBL WPMUBHF BNQMJUVEF JT SFBDIFEXJUIJO
UIF àSTU ��� NT� " EJSFDUJPOBM SFTQPOTF NFBTVSFNFOU JT EPOF
CZ WBSZJOH UIF BOHMF PG B CFBN�MJLF TPVSDF XJUI SFTQFDU UP UIF
TVSGBDF PG UIF TFOTPS
 XIJMF NBJOUBJOJOH UIF TBNF TFQBSBUJPO
CFUXFFO UIF TPVSDF BOE TFOTPS
 BT EFQJDUFE JO àHVSF �� 8F
UIFSFGPSF EFàOF PVS EJSFDUJPOBM SFTQPOTF BT

�
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%3(θ) =NBY
U

[7(U,θ)] . 	��


'JHVSFT �
 �
 BOE � TIPX IPX DIBOHFT JO UIF HFPNFUSZ PG
UIF TPVSDFmTFOTPS BSSBOHFNFOU BGGFDU UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF�
5IF TFQBSBUJPO CFUXFFO UIF TPVSDF BOE TFOTPS EPFT OPU IBWF
NVDI FGGFDU CFZPOE B WFSZ TIPSU TFQBSBUJPO PG BCPVU � DN

XIFSFBT UIF TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFS BOE 17%' UIJDLOFTT
TFFN UP BGGFDU UIF EJSFDUJPOBMJUZ TJHOJàDBOUMZ� 5IF TPVSDFm
TFOTPS TFQBSBUJPO TIPVME OPU BGGFDU UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF
VOMFTT UIFSF BSF TJHOJàDBOU OFBS�àFME FGGFDUT
 BOE B TFOTPS
XJUI B TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFS PG � NN JT MJLFMZ UP CF MFTT
BGGFDUFE CZ UIFTF VOMFTT UIF TFQBSBUJPO JT WFSZ TNBMM
 BT XF TFF
JO àHVSF �� 5IF 17%' UIJDLOFTT BOE TFOTPS XJEUI
 IPXFWFS

EJSFDUMZ BGGFDU UIF IFBUJOH QSPàMF PG UIF 17%' MBZFS
 TP UIFZ
TIPVME CF FYQFDUFE UP BGGFDU UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF�

" NPSF EJSFDU XBZ UP BGGFDU UIF IFBUJOH PG UIF TFOTPS JT CZ
BEKVTUJOH UIF UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ
 ,
 PG UIF 17%' BOE CBDL�
JOH MBZFST� *O àHVSF �� XF TFF IPX JODSFBTJOH UIF UIFSNBM DPO�
EVDUJWJUZ BGGFDUT UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF� 8JUI IJHIFS UIFSNBM
DPOEVDUJWJUZ
 UIF TFOTPS SFTQPOTF TFFNT UP CFDPNFNPSF TUBCMF
OFBS OPSNBM JODJEFODF
 BOE EJNJOJTI MFTT PWFSBMM GPS BMM BOHMFT
GSPN �◦ UP ��◦� 5IJT DPVME CF CFDBVTF XJUI IJHIFS UIFSNBM
DPOEVDUJWJUZ
 UIF MPTT JO UIF QPXFS EFOTJUZ PG UIF JODPNJOH
VMUSBTPVOE XJUI JODSFBTFE BOHMF JT DPNQFOTBUFE GPS CZ UIF GBTU
USBOTGFS PG IFBU JO UIF IJHIMZ UIFSNBMMZ DPOEVDUJWF NFEJVN�

'JOBMMZ
 XF BHBJO MPPL BU IPX DIBOHFT JO UIF UPUBM SFTJTU�
BODF 3FR BOE TFOTPS DBQBDJUBODF $ BGGFDU PVS NPEFMMFE SFTVMUT

UIJT UJNF GPS EJSFDUJPOBM SFTQPOTF� 8F DBO TFF JO àHVSF �� IPX
GPS UIF TBNF BDPVTUJD BOE UIFSNBM TJNVMBUJPO
 WBSJBUJPOT JO UIF
FMFDUSJDBM QBSBNFUFST BGGFDU UIF EJSFDUJWJUZ� "TJEF GSPN EJGGFS�
FODFT JO TNPPUIOFTT
 OP TJHOJàDBOU EJGGFSFODFT BSF BQQBSFOU JO
UIF RVBMJUBUJWF OBUVSF PG UIF SFTQPOTF DVSWFT�

�� $PNQBSJTPO UP FYQFSJNFOUBM NFBTVSFNFOUT

5IF QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPS NPEFM PVUMJOFE JO TFDUJPO �
XBT UFTUFE BHBJOTU FYQFSJNFOUBM EBUB EFTDSJCFE JO <�
 �>
 XJUI
FYQFSJNFOUBM QBSBNFUFST PVUMJOFE JO UBCMFT � BOE �� #PUI UIF
WPMUBHF SFTQPOTF BOE EJSFDUJPOBM SFTQPOTF XFSF UFTUFE XJUI
BQQSPQSJBUF QBSBNFUFST GPS DPNQBSJTPO� 'PS UIF QVSQPTF PG
TBWJOH PO DPNQVUBUJPO UJNF
 UIF TJNVMBUJPOT XFSF EPOF XJUI
UXP TQBUJBM EJNFOTJPOT JOTUFBE PG UISFF�

���� 7PMUBHF SFTQPOTF

5IF NPTU GVOEBNFOUBM BTQFDU UIBU UIF NPEFM NVTU SFQMJDBUF
JT UIF WPMUBHF SFTQPOTF PG UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS� 6TJOH UIF
QBSBNFUFST GSPN UBCMFT � BOE �
 DIPTFO UP NBUDI UIF QBSBNFU�
FST VTFE JO FNQJSJDBM UFTUT GPS QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPST
BU /1-
 XF DBO TJNVMBUF UIF TBNF TFUVQ XIFSF B � .)[ VMUSB�
TPVOE QJTUPO TPVSDF JT ESJWFO GPS � T JO GSPOU PG B �� NN TFOT�
JUJWF SFHJPO EJBNFUFS QZSPFMFDUSJD TFOTPS
 UIFO UVSOFE PGG
 BGUFS
XIJDI UIF TFOTPS JT BMMPXFE UP DPPM EPXO GPS BOPUIFS � T� "
DPNQBSJTPO PG UIF NFBTVSFE BOE NPEFMMFE OPSNBMJTFE WPMUBHF
SFTQPOTFT JT TIPXO JO àHVSF ��� 5IF OPSNBMJTFE TJNVMBUFE
WPMUBHF DVSWF IBT B SFMBUJWF SPPU NFBO TRVBSFE FSSPS PG �����
DPNQBSFE UP UIF OPSNBMJTFE FYQFSJNFOUBM WPMUBHF DVSWF�

���� %JSFDUJPOBM SFTQPOTF

6TJOH UIF QBSBNFUFST GSPN UBCMFT � BOE �
 XF TJNVMBUFE B EJS�
FDUJPOBM SFTQPOTF NFBTVSFNFOU GPS B QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE
TFOTPS JO UIF GBSàFME PG B ����.)[ TPVSDF
 ESJWFO MPOH FOPVHI
TP UIBU B TUFBEZ�TUBUF JT BUUBJOFE JOTJEF UIF TFOTPS WPMVNF� *O
UIF �% TJNVMBUJPO
 UIF VMUSBTPVOE TPVSDF JT BQQSPYJNBUFE CZ B
MJOF TPVSDF
 XIJDI JT SPUBUFE XJUI SFTQFDU UP UIF DFOUFS PG UIF
TFOTPS TVSGBDF
 JO TVDI B XBZ UIBU UIF DFOUFS PG UIF TFOTPS TVS�
GBDF BOE UIF DFOUFS PG UIF TPVSDF NBJOUBJO B DPOTUBOU EJTUBODF
PG 3 GPS BMM BOHMFT
 BT TIPXO JO àHVSF ��

5IF QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPS TJNVMBUJPO JT VTFE UP
DBMDVMBUF UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF JO UIF DBTF PG B � NN
TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFS TFOTPS� 5IFSF JT B TZNNFUSZ XJUI
SFTQFDU UP UIF OPSNBM JODJEFODF
 BT UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT
GPS BOHMFT θ BOE −θ BSF JEFOUJDBM
 TP UIF TJNVMBUJPO POMZ
OFFET UP CF SVO GPS QPTJUJWF BOHMFT
 BOE UIFO NJSSPSFE UP HFU
UIF GVMM EJSFDUJPOBM SFTQPOTF� 5IF FNQJSJDBMMZ NFBTVSFE EJS�
FDUJPOBM SFTQPOTF BOE UIF DPSSFTQPOEJOH TJNVMBUFE EJSFDUJPOBM
SFTQPOTF BSF TIPXO JO àHVSF ��� 5IF QIBTF�TFOTJUJWF EJSFD�
UJPOBM SFTQPOTFT GPS UIF TBNF TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFST BSF
TIPXO GPS DPNQBSJTPO� 5IF QIBTF�TFOTJUJWF TFOTPS XBT NPE�
FMMFE CZ SFDPSEJOH UIF QFBL PG UIF BWFSBHF BDPVTUJD QSFTTVSF
PWFS UIF TFOTPS TVSGBDF
 714 ≡NBYU |〈Q(Y, U〉∂ΩU |
 XIFSF ∂ΩU

EFOPUFT UIF UPQ TVSGBDF PG UIF TFOTPS WPMVNF Ω� 5IF TIBQF PG
UIF QIBTF�TFOTJUJWF EJSFDUJPOBMJUZ DVSWF JT WFSZ SFTQPOTJWF UP
UIF EJBNFUFS PG UIF TFOTJUJWF SFHJPO PG UIF TFOTPS
 TP BO BEKVT�
UFE EJBNFUFS PG ����� NN XBT VTFE UP QSPEVDF B CFUUFS àU�
5IJT JT SFBTPOBCMF
 BT UIFSF JT PGUFO TPNF TFOTJUJWJUZ PVUTJEF
UIF HFPNFUSJDBMMZ EFàOFE TFOTJUJWF SFHJPO EVF UP JOIFSFOU MJN�
JUBUJPOT PO IPX DPOTUSBJOFE UIF FMFDUSJD àFME DBO CF EVSJOH
QPMJOH� 5IF NPEFMMFE QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF JO àHVSF �� DBQ�
UVSFT UIF TMPQF PG UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF� 5IF DFOUSBM QFBL PG
UIF FYQFSJNFOUBM QZSPFMFDUSJD EJSFDUJPOBM SFTQPOTF JT CFMJFWFE
UP CF BO BSUJGBDU BSJTJOH GSPN SFáFDUJPOT CFUXFFO UIF TFOTPS
BOE UIF VMUSBTPVOE USBOTEVDFS
 XIJDI XFSF OPU JODMVEFE JO UIF
NPEFM <�>�

�� %JTDVTTJPO

���� 4IBQF PG UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF

8F BSHVFE JO TFDUJPO ��� UIBU EJGGVTJPO JT OPU OFHMJHJCMF GPS
IFBUJOH EVSBUJPOT BCPWF �� NT 'PS UIF FYQFSJNFOUBM EJSFD�
UJPOBMJUZ NFBTVSFNFOUT DPOTJEFSFE JO TFDUJPO ���
 UIF BDPVTUJD
TPVSDF XBT ESJWFO GPS ���� T
 TP EJGGVTJPO TIPVME CF FYQFDUFE
UP DPOUSJCVUF UP UIF QZSPFMFDUSJD TJHOBM�

8F DBO DPNQBSF IPXNVDI PG UIF QZSPFMFDUSJD TJHOBM DPNFT
GSPN EJSFDU IFBUJOH PG UIF 17%' MBZFS BOE IPX NVDI DPNFT
GSPN EJGGVTJPO GSPN UIF CBDLJOH MBZFS CZ NBLJOH NPEJàFE
IFBU TPVSDF UFSNT
 217%'
 BOE 2"#4 GPS TPNF PSJHJOBM IFBU
TPVSDF 2� 8F EFàOF 217%' UP CF FRVBM UP 2 XJUIJO UIF 17%'
MBZFS BOE [FSP FWFSZXIFSF FMTF
 BOE 2"#4 UP CF FRVBM UP 2 JO
UIF CBDLJOH MBZFS BOE [FSP FWFSZXIFSF FMTF� #Z VTJOH UIFTF
IFBU TPVSDFT JO UIF UIFSNBM TJNVMBUJPO
 XF HFU UIF EJSFDUJPOBM
SFTQPOTF DPNQBSJTPO JO àHVSF ��� 5IF QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF
EVF UP EJGGVTJPO GSPN UIF CBDLJOH MBZFS JT PO BWFSBHF ��� UJNFT
HSFBUFS UIBO UIF QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF GSPN UIF EJSFDU IFBUJOH
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'JHVSF �� .PEFMMFE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT GPS TFOTPST XJUI TFOTJUJWF
SFHJPO EJBNFUFST SBOHJOH GSPN � UP �� NN
 VTJOH UIF QBSBNFUFST
GSPN UBCMF �� 5IF EJBNFUFS PG UIF MJOF TPVSDF XBT LFQU BU B àYFE
�� NN�
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'JHVSF �� .PEFMMFE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT XJUI TPVSDFmTFOTPS
TFQBSBUJPO 3 SBOHJOH GSPN �� UP �� NN
 VTJOH UIF QBSBNFUFST GSPN
UBCMF ��

PG UIF 17%' MBZFS
 JOEJDBUJOH UIBU GPS IFBUJOH B EVSBUJPO PG
���� TFDPOET XJUI B �.)[ VMUSBTPVOE CFBN
 UIF CBDLJOH MBZFS
JT UIF QSJNBSZ DPOUSJCVUPS UP UIF TFOTPS SFTQPOTF� *G XF NBLF
B NPEJàFE 2"#4� CZ TFUUJOH UIF SBUF PG IFBUJOH XJUIJO 2"#4

UP [FSP GPS EFQUIT CFZPOE ��� NN BXBZ GSPN UIF UPQ TVSGBDF
PG UIF CBDLJOH MBZFS
 XF àOE UIBU UIF SFTVMUJOH QZSPFMFDUSJD
SFTQPOTF GSPN UIF 2"#4� IFBUJOH UFSN IBT B SFMBUJWF SPPU NFBO
TRVBSFE FSSPS PG ���� � GSPN UIF 2"#4 QZSPFMFDUSJD SFTQPOTF�
5IVT
 UIF NBKPSJUZ PG UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTF BSJTFT GSPN IFBU�
JOH JO UIF UPQ ��� NN PG UIF CBDLJOH MBZFS
 XJUI BQQSPYJNBUFMZ
�� � PG UIF SFTQPOTF BSJTJOH GSPN UIF EJSFDU IFBUJOH PG UIF
17%' NFNCSBOF�

5IF EJTUSJCVUJPO PG UIF SBUF PG IFBU EFQPTJUJPO JO UIF DSPTT�
TFDUJPOT PG UIF TFOTPS NBJOUBJOT B GBJSMZ DPOTUBOU TIBQF JO UIF
UPQ MBZFST PG UIF TFOTPS� "EEJUJPOBMMZ
 TJODF UIF IFBUJOH PG UIF
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'JHVSF ��� .PEFMMFE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT GPS UIF � NN TFOTPS XJUI
UIFSNBM DPOEVDUJWJUZ , SBOHJOH CFUXFFO UIF EFGBVMU WBMVF BOE
����× UIF EFGBVMU DPOEVDUJWJUZ GPS UIF TFOTPS NFEJVN
 XJUI UIF
PUIFS QBSBNFUFST BT EFàOFE JO UBCMF ��

'JHVSF ��� %JSFDUJPOBMJUZ EFQFOEFODF 	%3 EFàOFE JO 	��

 PO
WBSJBUJPOT JO UPUBM SFTJTUBODF
 3FR
 BOE TFOTPS DBQBDJUBODF
 $� 'JHVSF
QMPUT %3(θ)

NBY
θ

(%3(θ)) GPS FBDI 3FR
 $ QBJSJOH�

TFOTPS BMPOH UIF MBUFSBM EJSFDUJPO JT BMNPTU VOJGPSN
 UIF IFBU
áPX GSPN UIF CBDLJOH MBZFS JOUP UIF 17%' JT OFBSMZ MJOFBS

SFTVMUJOH JO BO FOIBODFNFOU PG UIF EJSFDU IFBUJOH DBVTFE EJSFD�
UJPOBM SFTQPOTF� #FDBVTF PG UIJT
 XF DBO FYQFDU UIF QZSPFMFDUSJD
EJSFDUJPOBM SFTQPOTF UP NBUDI DMPTFMZ XJUI UIF EJSFDUJPOBM�
JUZ PG UIF UPUBM SBUF PG IFBU EFQPTJUJPO JO UIF 17%' MBZFS
´
Ω2E7� *O àHVSF �� XF DPNQBSF UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT PG

UIF � NN TFOTPS UP UIF UPUBM QPXFS JO UIF 17%' MBZFS BOE
TFF UIBU UIFSF JT B TUSPOH BHSFFNFOU� *O DBTFT XIFSF UIFSNBM
EJGGVTJPO DBO CF OFHMFDUFE
 UIFTF DVSWFT TIPVME CF FYQFDUFE
UP NBUDI FYBDUMZ� )PXFWFS XF DBO BMTP TFF GSPN àHVSF ��
UIBU JO TJUVBUJPOT XIFSF UIFSNBM EJGGVTJPO JT WFSZ IJHI
 UIJT
FRVJWBMFODF CFUXFFO UIF EJSFDUJPOBMJUZ JO 7 BOE

´
Ω2E7 OP

MPOHFS IPMET�

��
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'JHVSF ��� &YQFSJNFOUBMMZ NFBTVSFE QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPS
SFTQPOTF DPNQBSFE UP UIF NPEFMMFE SFTQPOTF GPS B � .)[ TPVSDF
BQQMJFE GPS � T� 5IF BNQMJUVEFT PG UIF WPMUBHF SFTQPOTFT IBWF CFFO
OPSNBMJ[FE UP IBWF UIF TBNF QFBL WBMVF PG �
 BOE UIF FYQFSJNFOUBM
WPMUBHF EBUB XBT TIJGUFE EPXO CZ ����� 7 UP SFNPWF %$ OPJTF QSJPS
UP OPSNBMJ[BUJPO�
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'JHVSF ��� .PEFMMFE EJSFDUJPOBM SFTQPOTF DPNQBSFE UP NFBTVSFE
EJSFDUJPOBM SFTQPOTF GSPN <�>� *ODMVEFE BSF UIF EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT
PG � NN QIBTF JOTFOTJUJWF 	1*
 QZSPFMFDUSJD TFOTPST BOE QIBTF
TFOTJUJWF 	14
 QJF[PFMFDUSJD TFOTPST� 5IF NPEFMMFE QJF[PFMFDUSJD
TFOTPS XBT HJWFO B TFOTJUJWF SFHJPO EJBNFUFS PG ����� NN GPS B
CFUUFS àU XJUI UIF FYQFSJNFOUBM EBUB
 XIFSF UIF OPNJOBM TFOTJUJWF
SFHJPO EJBNFUFS JT � NN� 5IF NPEFMMFE QZSPFMFDUSJD EJSFDUJPOBM
SFTQPOTF XBT OPSNBMJ[FE UP IBWF B QFBL WBMVF PG ������

���� 7PMUBHF SFTQPOTF DVSWF

5IF WPMUBHF SFTQPOTF 7	U
 JO PVS NPEFM JT UIF TPMVUJPO PG UIF
àSTU PSEFS 0%& JO FRVBUJPO 	��

 XIJDI DBO FRVJWBMFOUMZ CF
FYQSFTTFE JO UIF JOUFHSBM GPSN�

7(U) =
γ"
$
F−U/3FR$

ˆ U

�
F−T/3FR$ E∆5(T)

ET
ET, 	��


XIFSF XF IBWF BTTVNFE UIF JOJUJBM DPOEJUJPO 7	�
= �
 BOE
IBWF EFàOFE ∆5(T) = 〈∆5(Y,T)〉Ω� 'PS TIPSU IFBUJOH EVSB�
UJPOT UIF DIBOHF JO UFNQFSBUVSF JO UIF 17%' EVSJOH IFBUJOH
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'JHVSF ��� $PNQBSJTPO PG UIF EJSFDUJPOBMJUZ PG UIF QZSPFMFDUSJD
WPMUBHF SFTQPOTF XJUI UIF IFBUJOH UFSNT 2
 217%'
 BOE 2"#4� "MM
DVSWFT XFSF OPSNBMJTFE VTJOH UIF QFBL WBMVF PG UIF PSJHJOBM
SFTQPOTF DVSWF�
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'JHVSF ��� $PNQBSJTPO PG UIF NPEFMMFE EJSFDUJPOBMJUZ PG UIF
QZSPFMFDUSJD WPMUBHF SFTQPOTF UP UIF JOUFHSBUFE IFBUJOH UFSN

´
Ω
2E7

XJUIJO UIF 17%' MBZFS PG UIF � NN TFOTPS�

JT BMNPTU MJOFBS
 TP XF DBO BQQSPYJNBUF UIBU E∆5(T)
ET = E∆5

EU =
O (�)
 XIJDI BMMPXT VT UP DPNQVUF BO BOBMZUJDBM FYQSFTTJPO GPS
UIF WPMUBHF SFTQPOTF

7B(U) = γ"3FR
E∆5
EU

(
�− F−U/3FR$

)
. 	��


'JHVSF �� TIPXT IPX UIF BOBMZUJD FYQSFTTJPO GPS UIF WPMUBHF
GSPN FRVBUJPO 	��
 DPNQBSFT UP UIF OVNFSJDBMMZ DPNQVUFE
WPMUBHF DVSWF� *ODMVEFE BMTP BSF UIF BOBMZUJD WPMUBHF DVSWFT
JG XF JOTUFBE VTF UIF NBYJNVN PS NJOJNVN SBUF PG DIBOHF
JO UFNQFSBUVSF EVSJOH IFBUJOH JOTUFBE PG UIF BWFSBHF
 CPUI
PG XIJDI FJUIFS PWFSFTUJNBUF PG VOEFSFTUJNBUF UIF WPMUBHF
SFTQPOTF� 8F DBO TFF UIBU UIFSF JT HPPE BHSFFNFOU EVSJOH
IFBUJOH�

��
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'JHVSF ��� $PNQBSJTPO PG UIF OVNFSJDBM BOE BOBMZUJDBM WPMUBHF
DVSWFT GPS UIF � NN TFOTPS� "OBMZUJDBM DVSWFT DBMDVMBUFE XJUI
FRVBUJPO 	��
�

5IF BQQFBSBODF PG UIF QSPEVDU 3FR$ XJUIJO UIF FYQPOFO�
UJBM UFSN JO FRVBUJPO 	��
 FYQMBJOT XIZ UIF OPSNBMJ[FE WPMUBHF
SFTQPOTFT BOE EJSFDUJPOBM SFTQPOTFT BMPOH UIF CPUUPN�MFGU UP
UPQ�SJHIU EJBHPOBMT JO àHVSFT � BOE �� BSF JEFOUJDBM UP POF
BOPUIFS� 5IF TNBMMFS UIF EVSBUJPO PG 3FR$
 UIF TPPOFS UIF
WPMUBHF SFBDIFT JUT QFBL WBMVF PG γ"3FR

E∆5
EU � 'SPN UIJT PCTFS�

WBUJPO XF DBO NBLF B SPVHI FWBMVBUJPO PG UIF GFBTJCJMJUZ PG
VTJOH QZSPFMFDUSJD VMUSBTPVOE TFOTPST UP NFBTVSF UIF UJNF
PG BSSJWBM PG BO VMUSBTPVOE CFBN� "U 3FR$= �.� µT
 7B(U)
BDIJFWFT PWFS ��� PG JUT BTZNQUPUJD QFBL WBMVF JO MFTT UIBO
��� µT
 XIJDI JT UIF QFSJPE PG B � .)[ XBWF
 NFBOJOH UIBU
XF XPVME OFFE 3FR$ MFTT UIBO UIJT JO PSEFS UP CF BCMF UP NFBT�
VSF UIF QIBTF PG UIF JODPNJOH VMUSBTPVOE XBWF� *G XF BTTVNF
UIBU UIF QZSPFMFDUSJD TFOTPS DBO CF USFBUFE MJLF B QBSBMMFM QMBUF
DBQBDJUPS XJUI B EJFMFDUSJD NFEJVN
 UIFO XF DBO BMTP XSJUF
$= ε"�I� *G XF GVSUIFSNPSF USFBU UIF TFOTPS BT B UIJDL XJSF

UIFO XF NBZ XSJUF JUT SFTJTUBODF 3Q = ξI/"
 XIFSF ξ JT UIF
SFTJTUJWJUZ PG UIF QZSPFMFDUSJD NBUFSJBM
 BOE 3FR$= 3Q$/(�+
3Q/3B) = ξε/(�+3Q/3B)� -PXFSJOH UIF BNQMJàFS SFTJTUBODF
3B TP UIBU JU BQQSPBDIFT [FSP XPVME BMTP NBLF 3FR$ BSCJUSBS�
JMZ TNBMM
 CVU JO QSBDUJDF UIF SFTJTUBODF PG UIF BNQMJàFS XPVME
FWFOUVBMMZ CF TP MPX UIBU JU XPVME CF EPNJOBUFE CZ UIF SFT�
JTUBODF PG UIF DPOOFDUJOH XJSFT� "TTVNJOH DPQQFS XJSF XIJDI
IBT B SFTJTUJWJUZ PG BQQSPYJNBUFMZ ξB = �.��× ��−� ΩN
 XJUI
MFOHUI �� DN BOE DSPTT�TFDUJPOBM BSFB PG � NN�
 XF XPVME
IBWF UIBU 3B = �.�� NΩ� 1ZSPFMFDUSJD NBUFSJBMT BSF JOTVMBU�
PST
 TP UIF UPUBM SFTJTUBODF XPVME CF OFBSMZ FRVBM UP UIF
SFTJTUBODF PG UIF BNQMJàFS
 3B� 5IF DBQBDJUBODF SFRVJSFE UP
BDIJFWF 3FR$< �.� µT JT UIFO $< ��.� µ'
 XIJDI JT FBT�
JMZ BDIJFWBCMF� )PXFWFS
 MPXFSJOH UIF BNQMJàFS SFTJTUBODF UP
UIJT FYUFOU XPVME MJLFMZ MPXFS UIF TFOTPS TJHOBM SFTQPOTF GBS
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